
倍增/矩阵快速幂  
倍增  
如果后继点是唯一确定的，可以预处理出  表示从  出发走  步会到哪个点，也可以倍增维护出
这一过程的一些信息，这样一个走  步的过程就可以用  步操作模拟出来

P1081 [NOIP2012 提高组] 开车旅行  

如果知道当前位置，小  和小  下一步会到的位置是确定的，可以预处理出来，此时就可以暴力模拟回
答这些问题了，但是显然会 TLE

这是一个后继唯一的模拟过程，可以倍增优化，倍增预处理出  表示从  出发走  步，是小 
 还是小  先走会走到的点，顺便可以维护出这一过程中两个人走的路径长度分别是多少，注意两个 
 步拼成  步是换人的， （ ） 时一定是偶数，这时候拼两段的时候不用换人。

对于问题 ，就枚举出发城市倍增求解，对于问题 ，直接从当前起点倍增模拟

P3509 [POI2010] ZAB-Frog  

首先把  加 ，算上自己到自己

需要求出从每个点跳一次会跳到哪里，可以发现距离一个点前  近的点会形成一个区间，距离  号点前 
 近的点就是 ，设距离  号点距离前  近的点形成  区间，那么如果 

，就说明  不再是距离  前  近的点，就把区间推到 ，这
个区间不可能往左推，只能往右推，当然可能可以接着推，用 while  来推，此时距离  第  近的点就是 

 其中一个

因为每个点的后继是唯一的，所以这个跳跃过程可以倍增优化

直接预处理倍增数组可能需要  个  空间，想要优化空间可以在算出从每个点出
发走  步能走到哪里之后看  这一位是否为  的话，是的话就让所有询问当前的答案跳一下，这样在
求出  步的数组后，  的信息就没用了，倍增数组就可以用滚动数组优化了

CF1175E Minimal Segment Cover  

如果不是询问区间 ，而是询问从头到尾完整覆盖，有一个经典贪心做法，把线段按左端点排序，每

次选能选的线段（  当前覆盖到的右边界的线段）中  最大的，也就是说如果我们记录以每个  为左端
点的线段，其对应  的最大值是多少，设为 ，并对其做前缀 ，我们就可以知道如果当前覆盖到

了 ，选择完一条线段后就会覆盖到  （此处的  指做完前缀  后的 ）

这就是个后继唯一的问题了，可以倍增优化，求出从  出发跳多少步能第一次跳到  的位置，这个可
以通过求出最后一次  的步数再加  得到

矩阵快速幂  
矩阵 - OI Wiki (oi-wiki.org)

矩阵乘法没有交换律，只有结合律

单位矩阵：

矩阵快速幂常见应用：
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加速形如  的递推，构造转移矩阵使答案矩阵 
 乘上一个转移矩阵后得到 
，有时也许需要在答案矩阵后边再维护常数  或一些其它辅

助信息

加速形如  的递推，构造转移矩阵使答案矩阵 
 乘上一个转移矩阵后得到  

矩阵快速幂时间复杂度 ，其中  是矩阵行、列数，看到  特别大又可能是可以写成矩阵乘
法形式的   时，可以往矩阵快速幂上想

构建转移矩阵时，原答案矩阵第  项贡献给新答案矩阵第  项需要乘的系数填到转移矩阵  这个位
置

P5789 [TJOI2017] 可乐（数据加强版）  

设  表示第  秒时到达点  的方案数（爆炸可以设为  号点），这是一个形如 
 的递推，  为  当且仅当有从  到  的路（要考虑上爆炸）

可以发现  其实就是考虑上爆炸以后的邻接矩阵

P6569 [NOI Online #3 提高组] 魔法值  

如果把异或的结果按位拆开，就能写出一个形如   的递
推，可以矩阵快速幂

这样我们就有了一个  的做法

如果把所有位的矩阵运算放一起做，其实是在做 ，其中 
 表示异或，其中  矩阵是个  矩阵，用该运算法则计算  都会得到   矩阵

用这个方法做矩阵快速幂看上去很有道理，但严格证明结合律还是有点难度，需要依赖  是  矩阵，此
时也可以把  写成 

可以做  的矩阵乘法  和  看每一位的结果是否一样，可以发现确实有结合律

也可以推这样的式子， ，一般情况下没法把括号拆掉，

但如果  是  矩阵，就可以发现无论  是  还是  都有 

同理   当  都是   矩阵时也可以拆出这个式子

设 ，其实就是看  是否等于 ，因为  
都是  矩阵所以这两个式子是等的，如果  不是  矩阵就不行

因此在  是  矩阵的情况下，该矩阵运算方式具有结合律

因此我们可以不按位拆开，直接用这个运算法则构造转移矩阵（其实  就是邻接矩阵）做矩阵快速
幂

此时的时间复杂度是  还是有些风险

对于这种做  次矩阵快速幂，且每次做快速幂时转移矩阵都一样的问题，我们倍增可以预处理出该转移
矩阵的  次方，这个过程是  的，每次询问只需使用一个  的答案矩阵（向量）乘上
相应的矩阵完成转移即可，这个过程则是  的，因此这样做可以使总复杂度变为 

，就比较安全了
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P6772 [NOI2020] 美食家  

设  表示在第  天到了城市  的最优解，在不考虑美食节的情况下，有状态转移方程 
，遇到美食节就在转移计算完再单独加一下，这样可以直接过  

分

看到  是 ，可能要想一下这个式子能不能矩阵快速幂

首先  很小，最大只有 ，因此可以构造答案矩阵为一个  的矩阵 
 

乘一个转移矩阵得到

我们只需要考虑这个内层  外层取  的矩阵运算是不是满足结合律，可以手推一下矩阵行、列比较
小的情况，发现是满足的，从图论角度理解，其实这个矩阵运算是在推经过  步的最长路，而从  到  
经过  步的最长路显然可以通过枚举中间点  拆成  到  经过  步的最长路拼上从  到  经过  
步的最长路，具有结合律，同理外层取  也是可以的，相当于是最短路

那转移矩阵  就是首先有 ，然后对于一条从  指向  边长为  的边，有 
，其它位置是负无穷

可以通过这个运算机制推出相应的单位矩阵，但其实可以不用单位矩阵

接下来考虑美食节，其实就是把这个  过程打断，然后对当前的答案数组（矩阵）某个位置单独加一个
数

因此可以每次只用矩阵快速幂推到美食节的日期，加完后再继续推，  个美食节就把整个过程切成了 
 段

此时  的时间复杂度算下来就有点爆炸

可以用预处理转移矩阵的 ，并把矩阵快速幂修改成一个  的矩阵乘上预处理出的相应转移矩阵
的这种优化方法，把时间复杂度降到 

这样就可以通过了

如果加强一下，让美食节在一段时间里都开，那按切成的段一段一段推矩阵快速幂的时候，就需要在进

入美食节时修改一下转移矩阵，美食节结束后再修改一下转移矩阵了
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