
树状数组（Fenwick Tree），也称为二叉索引树（Binary Indexed Tree，BIT），是一种用于处理前缀

和或区间查询问题的数据结构。它的主要作用如下：

1. 高效计算前缀和：树状数组能够在  的时间复杂度内计算前缀和，即数组中从第一个元素

到指定位置的所有元素的和。
2. 高效更新元素：树状数组能够在  的时间复杂度内更新数组中的某个元素。更新后，树状

数组会自动维护相应的前缀和。

3. 支持动态查询和修改：与直接维护前缀和的简单数组不同，树状数组支持在不重新计算整个数组的
情况下进行动态的查询和修改操作。

树状数组的应用场景

动态数组的区间和查询：在动态更新数组元素的情况下，快速求解某一前缀的和，或是两个下标间
元素的区间和。

求逆序对：在计算一个数组中的逆序对数量时，树状数组可以用于高效计算逆序对的个数。
数列的动态排序：在需要动态排序的场景下，可以使用树状数组来维护当前数列的顺序，快速找到

插入位置等操作。

树状数组的基本操作

1. 单点更新：更新数组中某个位置的值，并更新与之相关的前缀和。

2. 前缀和查询：查询从第一个元素到某个位置的和。

3. 区间和查询：通过两次前缀和查询得到区间和，即 。

树状数组的设计使得它在很多需要频繁查询与更新的场景中，成为一种非常高效的工具。

树状数组的基本操作主要包括单点更新和前缀和查询。下面将用C++详细讲解这两种操作的实现。

1. 树状数组的基本结构

树状数组使用一个数组来存储信息，常用的表示方式是  bit[] ，其中  bit[i]  表示在树状数组中与原

数组  arr[i]  相关的某个区间的和。

树状数组的大小通常为  n+1 ，其中  n  是原数组的长度。索引  0  通常不使用，数组从索引  1  开始。

2. 单点更新操作

假设我们要将原数组的某个位置  i  的值增加  delta ，树状数组的更新操作如下：

O(log n)

O(log n)

sum(l, r) = sum(r) − sum(l − 1)



void update(int i, int delta, int n, vector<int>& bit) {

    while (i <= n) {

        bit[i] += delta;

        i += i & (-i);

    }

}

解释：

 i  是要更新的位置。

 delta  是要增加的值。
 n  是数组的大小。

 bit[]  是存储树状数组的数组。

更新过程：

每次更新时， bit[i]  的值增加  delta 。
然后通过  i += i & (-i)  移动到树状数组的下一个位置进行更新。 i & (-i)  计算出  i  的最低

位 1 的值，对应于二进制中最低有效位。

例如，假设  i = 5 ，则  i  对应二进制为  101 ， i & (-i)  计算出的值为  1 ，表示更新与位置  i  相
关的区间和。

3. 前缀和查询操作

假设我们要查询从数组起始位置到  i  的前缀和：

int query(int i, vector<int>& bit) {

    int sum = 0;

    while (i > 0) {

        sum += bit[i];

        i -= i & (-i);

    }

    return sum;

}

解释：

 i  是查询的终止位置。

 bit[]  是存储树状数组的数组。



查询过程：

从  i  开始，累加  bit[i]  的值到  sum 。
然后通过  i -= i & (-i)  移动到前一个区间，继续累加。

直到  i  减少到 0 时，返回累加的  sum  值。

4. 区间和查询操作

区间  [l, r]  的和可以通过两次前缀和查询得到：

int rangeQuery(int l, int r, vector<int>& bit) {

    return query(r, bit) - query(l - 1, bit);

}

解释：

 query(r)  返回从起始位置到  r  的前缀和。

 query(l - 1)  返回从起始位置到  l-1  的前缀和。

两者相减即为  [l, r]  的区间和。

5. 完整示例

下面是一个完整的示例，演示如何使用树状数组进行更新和查询操作：



#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

// 更新操作：在位置 i 增加 delta

void update(int i, int delta, int n, vector<int>& bit) {

    while (i <= n) {

        bit[i] += delta;

        i += i & (-i);

    }

}

// 前缀和查询：查询前缀和 [1, i]

int query(int i, vector<int>& bit) {

    int sum = 0;

    while (i > 0) {

        sum += bit[i];

        i -= i & (-i);

    }

    return sum;

}

// 区间和查询：[l, r] 的区间和

int rangeQuery(int l, int r, vector<int>& bit) {

    return query(r, bit) - query(l - 1, bit);

}

int main() {

    int n = 10; // 数组大小

    vector<int> arr = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}; // 原数组

    vector<int> bit(n + 1, 0); // 树状数组初始化为 0

    // 建立树状数组

    for (int i = 1; i <= n; ++i) {

        update(i, arr[i], n, bit);

    }

    // 查询 [1, 5] 的前缀和

    cout << "Sum of range [1, 5]: " << rangeQuery(1, 5, bit) << endl;

    // 更新位置 3，增加 6

    update(3, 6, n, bit);



    cout << "Sum of range [1, 5] after update: " << rangeQuery(1, 5, bit) << endl;

    return 0;

}

6. 运行结果

该程序首先建立树状数组，然后查询  [1, 5]  的区间和，输出  15 （即  1+2+3+4+5 ）。随后将位置  3 

的值增加  6 ，再次查询  [1, 5]  的区间和，输出  21 （即  1+2+9+4+5 ）。

通过上述示例，你可以看到树状数组在处理前缀和和区间和查询时的高效性。

查询  i  的最低有效位在树状数组中的作用是确定哪些区间需要更新或哪些区间在查询时需要累加。这

背后涉及到树状数组的结构设计，具体来说，树状数组利用了区间的二进制表示来快速确定更新或查询

的范围。

树状数组的结构和区间表示

树状数组的核心思想是使用一个一维数组来有效地管理前缀和。对于一个数组  arr ，树状数组通过一

个额外的数组  bit  来存储某些区间的和，这样可以在  的时间内完成更新和查询。

树状数组如何划分区间

树状数组中的每个索引  i  代表了一个从  i  开始的区间，其长度是由  i  的最低有效位（LSB）决定

的。例如：

 i = 4  (二进制  100 ) 代表的区间为  [4, 4] ，即它只包含自己。

 i = 6  (二进制  110 ) 代表的区间为  [5, 6] 。
 i = 8  (二进制  1000 ) 代表的区间为  [1, 8] ，包含从  1  到  8  的所有元素。

这种划分是通过  i  的二进制表示及其最低有效位来实现的。例如：

最低有效位为  1  的数： i = 1, 2, 4, 8, ...  代表的区间是从  i  开始到  i  结束的区间，这些

数只有一个元素。
最低有效位为  2  的数： i = 3, 6, 12, ...  代表的区间是从  i - 1  开始，到  i  结束的区间，

这些数包含两个元素。

为什么要查询  i  的最低有效位

通过查询  i  的最低有效位，可以快速确定与  i  对应的区间以及哪些索引与其关联：

1. 更新操作：

O(log n)



当你在位置  i  更新一个值时，需要更新所有包含该位置的区间的和。这些区间的索引就是根

据  i  的最低有效位来计算的。

例如，当你更新  i = 3  时，你需要更新区间  [3] （由  3  本身表示）和区间  [2, 3] （由
 4  表示），通过  i += i & (-i)  来跳到下一个区间并继续更新。

2. 查询操作：

当你查询前缀和时，需要累加所有包含在  [1, i]  中的区间的和。这些区间同样是通过  i  的
最低有效位来确定的。

例如，当你查询  i = 6  时，你需要累加  [5, 6] （由  6  表示）和  [1, 4] （由  4  表示）等

区间的和。通过  i -= i & (-i) ，你可以跳到前一个区间继续累加。

最低有效位的关键作用

通过  i  的最低有效位，树状数组能够实现以下两个关键功能：

1. 快速跳转到下一个相关区间：在更新时，通过  i += i & (-i) ，你可以快速找到下一个需要更新

的区间索引，而不是逐一遍历所有索引。
2. 快速确定累加范围：在查询时，通过  i -= i & (-i) ，你可以快速跳转到下一个需要累加的区间

索引，避免遍历所有可能的区间。

总结：

查询  i  的最低有效位帮助确定当前索引对应的区间大小和范围，使得树状数组能够高效地进行更

新和查询操作。

这种设计利用了二进制的特性，确保每个操作的时间复杂度为 ，大大提高了处理大规模
数据时的效率。

在使用树状数组查询区间  [l, r]  的和时，我们通常会通过以下方法来计算：

1. 树状数组中的前缀和查询

树状数组的查询函数  query(i, bit)  通常返回从数组的起始位置  1  到位置  i  的前缀和，即：

这意味着  query(i, bit)  给出的结果是从索引  1  到  i  的和。如果我们想计算任意区间  [l, r]  的
和，我们需要减去  [1, l-1]  的和，以排除掉不在区间  [l, r]  中的部分。

2. 为什么要用  l - 1 

计算区间  [l, r]  的和时，我们要得到的结果是：

O(log n)

Sum of range [l, r] = query(r, bit) − query(l − 1,bit)

query(i, bit) = Sum from 1 to i



 query(r, bit)  返回  [1, r]  的和。

 query(l - 1, bit)  返回  [1, l-1]  的和。

通过减去  [1, l-1]  的和，我们就得到从  l  到  r  的和，因为  [1, r]  的和包含了  [1, l-1]  的部
分，而我们只需要  [l, r] 。

3. 示例解释

假设我们有一个数组  arr ，树状数组  bit  已经建立好。我们想要计算区间  [3, 6]  的和：

int sum = query(6, bit) - query(2, bit);

 query(6, bit)  返回的是  [1, 6]  的和，假设它的值是  21 。

 query(2, bit)  返回的是  [1, 2]  的和，假设它的值是  3 。

那么  21 - 3  就是  [3, 6]  的和，即  18 。

总结

我们需要使用  l - 1  是因为  query(r, bit)  计算的是从  1  到  r  的前缀和，而

 query(l - 1, bit)  则是计算从  1  到  l-1  的前缀和。通过计算差值，我们得到了  [l, r]  区间的
和。

在树状数组中，区间修改（即对数组中一段连续的区间进行统一的增加或减少）通常是通过一些技巧来
实现的。由于传统的树状数组主要支持单点更新和前缀和查询，要支持区间修改，我们可以采用一些特

殊的设计思路。

1. 传统树状数组的局限性

通常，树状数组适合以下操作：

单点更新：即在数组的某个位置  i  上加上或减去一个值  delta 。

前缀和查询：查询从数组开始到某个位置  i  的所有元素的和。

然而，直接使用树状数组并不容易支持区间修改（例如同时对  [l, r]  区间内的所有元素增加
 delta ）。

Sum from l to r = Sum from 1 to r − Sum from 1 to (l − 1)



2. 双树状数组解决方案

为了实现区间修改，可以使用两个树状数组来分别维护差分数组。我们可以通过这两个树状数组来支持
区间的加减操作。

思路

考虑一个数组  arr ，我们希望对其进行区间修改（比如对  [l, r]  区间内的所有元素增加一个值

 delta ）。我们可以引入两个树状数组  B1  和  B2  来分别维护  arr  的差分信息：

树状数组  B1  用于处理与位置  i  成正比的影响。

树状数组  B2  用于处理常数影响。

如何更新和查询

1. 区间更新：对  [l, r]  区间增加  delta ，分两步来做：

更新  B1  数组： B1[l] += delta ， B1[r+1] -= delta 。
更新  B2  数组： B2[l] += delta * (l-1) ， B2[r+1] -= delta * r 。

具体实现：

void range_update(int l, int r, int delta, vector<int>& B1, vector<int>& B2, int n) 

    // 更新 B1

    update(l, delta, n, B1);

    update(r + 1, -delta, n, B1);

    // 更新 B2

    update(l, delta * (l - 1), n, B2);

    update(r + 1, -delta * r, n, B2);

}

2. 前缀和查询：查询前缀和  sum(1...i)  可以通过以下方式获得：
 sum(1...i) = query(i, B1) * i - query(i, B2) 

具体实现：

int prefix_sum(int i, vector<int>& B1, vector<int>& B2) {

    return query(i, B1) * i - query(i, B2);

}

3. 区间查询：查询区间  [l, r]  的和：

 sum(l...r) = prefix_sum(r) - prefix_sum(l-1) 

具体实现：



int range_query(int l, int r, vector<int>& B1, vector<int>& B2) {

    return prefix_sum(r, B1, B2) - prefix_sum(l - 1, B1, B2);

}

代码示例

以下是完整的代码示例，包含区间修改和区间查询的实现：



#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

// 单点更新函数

void update(int i, int delta, int n, vector<int>& bit) {

    while (i <= n) {

        bit[i] += delta;

        i += i & (-i);

    }

}

// 单点查询函数

int query(int i, vector<int>& bit) {

    int sum = 0;

    while (i > 0) {

        sum += bit[i];

        i -= i & (-i);

    }

    return sum;

}

// 前缀和查询函数

int prefix_sum(int i, vector<int>& B1, vector<int>& B2) {

    return query(i, B1) * i - query(i, B2);

}

// 区间和查询函数

int range_query(int l, int r, vector<int>& B1, vector<int>& B2) {

    return prefix_sum(r, B1, B2) - prefix_sum(l - 1, B1, B2);

}

// 区间更新函数

void range_update(int l, int r, int delta, vector<int>& B1, vector<int>& B2, int n) {

    update(l, delta, n, B1);

    update(r + 1, -delta, n, B1);

    update(l, delta * (l - 1), n, B2);

    update(r + 1, -delta * r, n, B2);

}

int main() {

    int n = 8; // 数组长度



    vector<int> B1(n + 1, 0), B2(n + 1, 0); // 初始化两个树状数组

    // 对区间 [2, 5] 增加 3

    range_update(2, 5, 3, B1, B2, n);

    // 查询区间 [1, 5] 的和

    cout << "Sum of range [1, 5]: " << range_query(1, 5, B1, B2) << endl; // 输出应为 12

    return 0;

}

总结

通过使用两个树状数组，我们可以有效地实现区间更新（即对一个区间内的所有元素增加或减少某个
值）和区间查询操作。这种方法的核心思想是利用差分数组的概念来维护区间的影响，从而在树状数组

的基础上扩展了其功能。
在树状数组中使用“差分乘以位置”的技巧，主要是为了将区间更新转化为树状数组能够处理的前缀和查

询。这个技巧通过两个树状数组的配合，确保在进行区间更新后，我们仍然可以高效地计算任意区间的
和。

1. 问题背景

我们希望能够对数组  arr  的某个区间  [l, r]  内的所有元素同时加上一个值  delta ，并且在之后能

够快速地查询任意区间的和。如果直接对每个元素单独加上  delta ，那么每次区间更新的复杂度将会
是 ，这对于大数组来说非常不高效。因此，我们需要一种巧妙的方式来保持操作的效率。

2. 差分数组与位置的关系

回顾差分数组的原理：对于一个数组  arr ，它的差分数组  d  是这样定义的：

如果我们对区间  [l, r]  的所有元素加上一个值  delta ，差分数组会进行如下修改：

 d[l] += delta ：表示从位置  l  开始，所有元素增加  delta 。

 d[r+1] -= delta ：表示从位置  r+1  开始，恢复原来的数值（即对冲  delta  的影响）。

通过这个差分数组，我们可以将区间更新的影响从每个单独的元素转移到两个点上，从而使更新操作的

复杂度降为 。

O(n)

d[i] = arr[i] − arr[i − 1]

O(log n)



3. 为什么需要“差分乘以位置”
然而，仅仅使用一个差分数组并不足以处理查询区间和的问题。为了解决这个问题，我们使用两个树状
数组：

一个用于存储基本的差分（ B1 ）。

另一个用于存储差分乘以位置的结果（ B2 ）。

这里的“差分乘以位置”其实是为了在查询时恢复出正确的区间和。具体来说，使用差分乘以位置的原因

如下：

1. 维持累加效应的平衡

假设我们在区间  [l, r]  增加  delta ，我们希望每个位置  i （其中  l ≤ i ≤ r ）都增加  delta 。考
虑查询前缀和时：

如果仅仅使用  B1  来存储差分数组，我们得到的是每个元素的差分累积量，这个累积量随着  i  增

加。
然而，如果我们想要恢复出真正的区间和，需要考虑这些差分对每个元素的累积影响。这时候，需

要在  B2  中存储差分乘以位置的结果，这样在计算前缀和时就能抵消不必要的多加部分。

2. 构建正确的前缀和公式

假设我们希望查询区间  [1, i]  的和：

直接使用  B1  的查询结果（即  query(i, B1) * i ）会累加过多的影响，因为  query(i, B1)  实

际上只考虑到了基本差分，而没有考虑累积效应的差别。

通过减去  query(i, B2) ，我们就可以剔除多余的部分，得到正确的区间和。

因此，前缀和的计算公式为：

这个公式通过引入  B2  来校正查询结果，确保我们得到的前缀和是准确的。

4. 具体作用

 B1  负责记录直接的差分变化。

 B2  通过存储“差分乘以位置”的值，帮助校正前缀和中的多余累积，使得前缀和查询能够返回正确
的值。

prefix_sum(i) = i ⋅ query(i,B1) − query(i,B2)



5. 总结

“差分乘以位置”的引入，是为了确保在树状数组处理区间更新时，我们能够正确计算任意前缀和或区间
和。通过使用两个树状数组，一个记录基础差分，另一个记录差分乘以位置，我们可以在  时

间内实现区间更新和区间查询，保持了树状数组的高效性。在树状数组中使用“差分乘以位置”的技巧，

主要是为了将区间更新转化为树状数组能够处理的前缀和查询。这个技巧通过两个树状数组的配合，确
保在进行区间更新后，我们仍然可以高效地计算任意区间的和。

1. 问题背景

我们希望能够对数组  arr  的某个区间  [l, r]  内的所有元素同时加上一个值  delta ，并且在之后能
够快速地查询任意区间的和。如果直接对每个元素单独加上  delta ，那么每次区间更新的复杂度将会

是 ，这对于大数组来说非常不高效。因此，我们需要一种巧妙的方式来保持操作的效率。

2. 差分数组与位置的关系

回顾差分数组的原理：对于一个数组  arr ，它的差分数组  d  是这样定义的：

如果我们对区间  [l, r]  的所有元素加上一个值  delta ，差分数组会进行如下修改：

 d[l] += delta ：表示从位置  l  开始，所有元素增加  delta 。

 d[r+1] -= delta ：表示从位置  r+1  开始，恢复原来的数值（即对冲  delta  的影响）。

通过这个差分数组，我们可以将区间更新的影响从每个单独的元素转移到两个点上，从而使更新操作的
复杂度降为 。

3. 为什么需要“差分乘以位置”
然而，仅仅使用一个差分数组并不足以处理查询区间和的问题。为了解决这个问题，我们使用两个树状
数组：

一个用于存储基本的差分（ B1 ）。

另一个用于存储差分乘以位置的结果（ B2 ）。

这里的“差分乘以位置”其实是为了在查询时恢复出正确的区间和。具体来说，使用差分乘以位置的原因

如下：

O(log n)

O(n)

d[i] = arr[i] − arr[i − 1]

O(log n)



1. 维持累加效应的平衡

假设我们在区间  [l, r]  增加  delta ，我们希望每个位置  i （其中  l ≤ i ≤ r ）都增加  delta 。考

虑查询前缀和时：

如果仅仅使用  B1  来存储差分数组，我们得到的是每个元素的差分累积量，这个累积量随着  i  增

加。

然而，如果我们想要恢复出真正的区间和，需要考虑这些差分对每个元素的累积影响。这时候，需
要在  B2  中存储差分乘以位置的结果，这样在计算前缀和时就能抵消不必要的多加部分。

2. 构建正确的前缀和公式

假设我们希望查询区间  [1, i]  的和：

直接使用  B1  的查询结果（即  query(i, B1) * i ）会累加过多的影响，因为  query(i, B1)  实

际上只考虑到了基本差分，而没有考虑累积效应的差别。
通过减去  query(i, B2) ，我们就可以剔除多余的部分，得到正确的区间和。

因此，前缀和的计算公式为：

这个公式通过引入  B2  来校正查询结果，确保我们得到的前缀和是准确的。

4. 具体作用

 B1  负责记录直接的差分变化。

 B2  通过存储“差分乘以位置”的值，帮助校正前缀和中的多余累积，使得前缀和查询能够返回正确

的值。

5. 总结

“差分乘以位置”的引入，是为了确保在树状数组处理区间更新时，我们能够正确计算任意前缀和或区间

和。通过使用两个树状数组，一个记录基础差分，另一个记录差分乘以位置，我们可以在  时
间内实现区间更新和区间查询，保持了树状数组的高效性。

prefix_sum(i) = i ⋅ query(i,B1) − query(i,B2)

O(log n)


